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第3讲 正方形的性质与判定

一、 正方形的性质

正方形

定义 有一组邻边______，并且有一个角是______的___________叫做正方形．

性质

正方形的四条边都_____，对边______.

书写：

 

正方形的四个角都是_____.

书写：

正方形的对角线互相_________，每一条对角线______一组对角.

书写：

 

面积 正方形的面积=______________=______________

【教法备注】

、正方形的定义：有一组邻边相等，并且有一个角是直角的平行四边形叫做正方形．

正方形

、正方形的性质：

正方形是特殊的平行四边形，既是矩形，又是菱形，因此它具有前三者的所有性质．
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、正方形的对称性：正方形是中心对称图形，也是轴对称图形．

对称性：正方形既是中心对称图形，也是轴对称图形．

              正方形有 条对称轴，是对角线所在的直线以及是过连接对边中点的直线．

全等三角形有：

≌ ≌ ≌ ，

≌ ≌ ≌ ．

图中所有三角形都是等腰直角三角形．

、正方形的周长和面积：

（ )正方形的周长：边长的 倍．如图，周长 ．

（ ）正方形的面积：①边长的平方．②对角线平方的一半．（对角线垂直的四边形的面积求法）

图形 性质 符号表示

正方形

边
正方形的四条边都相等

正方形的对边平行 ，

角
正方形的四个角都是直

角

对角线

正方形的对角线相等且

互相垂直平分

正方形的每一条对角线

平分一组对角

，

平分 和

平分 和

例题
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A. B. C. D.

1. 如图，在正方形 外侧，作等边三角形 ， 与 相交于 ，则 为（  ）．

【答案】B

【解析】∵ 为正方形， 为等边三角形，

∴ ， ，

∴ ，

∵ 为正方形对角线，

∴ ， ，

∴ ．

【标注】【知识点】正方形的性质

【知识点】等边三角形的性质

【知识点】三角形内角和的应用

【重点强调】

2017~2018学年天津河西区初二下学期期中第一学片第10题3分

练习

2. 如图，在正方形 中， 是等边三角形，则             ．

【答案】

【解析】∵四边形 是正方形，
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∴ ，

∵ 是等边三角形，

∴ ， ，

∴ ，

∴ 是等腰三角形，

∴ ，

．

【标注】【知识点】正方形的性质

【知识点】等边三角形的性质

【重点强调】

2017~2018学年天津红桥区初二下学期期末第14题3分

3. 如图，在正方形 中，点 ， 为正方形内的两点，且 ， ，

，则             ．

【答案】

【解析】略

【标注】【能力】推理论证能力

【知识点】正方形的性质

例题

4. 如图，正方形 和正方形 的边长分别为 和 ，点 在边 上，点 在 的延长线

上， 为 的中点，连接 ，则 的长为            ．
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【答案】

【解析】连接 、 ，延长 交 于点 ，

∵正方形 ，正方形 ，

∴ ，

又∵ 是 中点，

∴ ，

在 中，

，

∴ ．

【标注】【知识点】勾股定理

【知识点】两点间的距离公式

【知识点】正方形的性质

【重点强调】

2017~2018学年天津津南区初二下学期期末第17题3分

练习

【重点强调】

2016~2017学年天津和平区天津市益中学校初二下学期期中第11题3分

5.
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A. B. C. D.

如图，正方形 的边长为 ， ， ，连接 ，则线段 的长

为（   ）．

【答案】B

【解析】如图，延长 交 于点 ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

，

∴ ， ， ，

∴ ， ，

又∵ ， ，

∴ ， ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ， ， ，

∴ ，

同理可得 ，
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在 中， ，

故选 ．

【标注】【知识点】正方形的性质

A. B. C. D.

6. 如图为等边三角形 与正方形 的重叠情形，其中 ， 两点分别在 ， 上，且

．若 ， ，则点 到 的距离为（   ）．

【答案】B

【解析】如图，过点 作 于 ，交 于 ，

∵ 是等边三角形，

∴ ，

∵ ，

∴ 是等边三角形，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵四边形 是正方形， ，

∴ ，

∴ ，
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∴ ，

∴ 点到 的距离为 ．

【标注】【知识点】正方形的性质

【重点强调】

2018~2019学年5月天津河西区自立中学初二下学期月考第10题3分

例题

A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

7. 如图，点 是正方形 的对角线 上一点， 于点 ， 于点 ，连接 给出

下列五个结论：① ；② ；③ 一定是等腰三角形；④ ；

⑤ ．其中有正确结论的个数是（    ）．

【答案】B

【解析】延长 交 于点 ，延长 交 于点 ．

∵四边形 是正方形．

∴ ，

又∵ ， ，

∴四边形 是正方形， ，

∴ ，
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∴ ，

在 与 中，

∵ ，

∴ ≌ ，

∴ ， （故①④正确）；

与 中， ， ，

∴ ，

∴ ，（故②正确）；

P是 上任意一点，因而 是等腰三角形和 不一定成立，（故③⑤错

误）；

故正确的是：①②④．

故选 ．

【标注】【知识点】正方形与全等综合

A. B. C. D.

8. 如图，在边长为 的正方形 中， 是 边上一点， 是 延长线上一点， ，

连接 ，过点 作 的垂线 ，垂足为点 ，连接 ， ．

有下列结论：① ；②点 是 的中点；③ ；④ ．

其中，正确结论的个数是（   ）．

【答案】D

【解析】如图所示，连接 ．

在 与 中
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∴ ≌ （ ），

∴ ， ，

∴ ，即 是等腰直角三角

形．

又∵ ，

∴ ．

∴ 是 的中点，故②正确．

过点 作 、 的垂线，垂足分别为点 、 ，则 ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ．

在 与 中，

∴ ≌ （ ）．

∴ ，

∴四边形 为正方形．

∵ ，

∴ ，

∴ ．

在 中，由勾股定理得： ．

∴ ．

∴ ，故③正确．

∵ ， ，

在 中， ，

∵ ， ，

∴ 是等腰直角三角形，∴ ，故①正确．

在 中， ，

在 中， ．

∴ ．故④正确．

【标注】【知识点】正方形与全等综合
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【重点强调】

2018~2019学年5月天津南开区天津市南开翔宇学校初二下学期月考第11题

二、 正方形的判定

【教法备注】

这部分内容书中没有说明判定的方法，所以学生版不进行体现。

例题

A.

B.

C.

D.

9. 下列说法不正确的是（　 　）．

对角线互相垂直的矩形一定是正方形

对角线相等的菱形一定是正方形

对角线互相垂直且相等的平行四边形一定是正方形

顺次连接任意对角线相等的四边形的各边中点所得的四边形一定是正方形

【答案】D

【解析】 、对角线互相垂直的矩形一定是正方形，正确，不合题意；

、对角线相等的菱形一定是正方形，正确，不合题意；

、对角线互相垂直且相等的平行四边形一定是正方形，正确，不合题意；

、顺次连接任意对角线相等的四边形的各边中点所得的四边形一定是菱形，故此选项错

误，符合题意．

故选： ．
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【标注】【知识点】区分真假命题

【重点强调】

2016~2017学年天津武清区初二下学期期末第8题3分

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 如图， 中， ， 是 的角平分线，点 为 的中点，连接 并延长到

点 ，使 ，连接 ， ．

求证：四边形 是矩形．

当 满足什么条件时，矩形 是正方形，并说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵点 为 的中点，连接 并延长到点 ，使 ，

∴四边形 是平行四边形，

∵ ， 是 的角平分线，

∴ ，

∴ ，

∴平行四边形 是矩形．

当 时，

理由：∵ ， ， 是 的角平分线，

∴ ，

∵由（ ）得四边形 是矩形，

∴矩形 是正方形．

【标注】【能力】推理论证能力

【知识点】矩形的判定-从四边形

【知识点】正方形的判定

【重点强调】

2018~2019学年3月天津红桥区天津市方舟中学初二下学期月考第21题8分
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（ 1 ）

（ 2 ）

11. 如图，正方形 的边长为 ． 、 、 分别是 、 、 上的动点，且

．

求证：四边形 是正方形．

判断直线 是否经过某一定点，说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

直线 经过正方形 的中心．理由见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵四边形 是正方形．

∴ ， ．

∵ ．

∴ ．

∴ ≌ ≌ ≌ ．

∴ ， ．

∴四边形 是菱形．

∵ ， ．

∴ ．

∴ ．

∵四边形 是菱形， ．

∴四边形 是正方形．

连接 ，直线 经过正方形 的中心，理由如下：

连接 交 于点 ．
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∵四边形 是正方形．

∴ ．

∴ ．

∵ ， ， ．

∴ ≌ ．

∴ ，即点 为 的中点．

∴直线 经过正方形 的中心．

【标注】【知识点】正方形与全等综合

练习

12. 如图，在 中， ， 的垂直平分线 交 于点 ，交 于点 ，且

，添加一个条件，能证明四边形 为正方形的是            ．

① ； ② ； ③ ； ④ ．

【答案】①②③

【解析】∵ 垂直平分 ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴四边形 是菱形；

当① 时，

∵ ，

则 时，菱形 是正方形．

∵ ， ，

∴
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∴

∴菱形 是正方形．

故选项①正确；

当 时，利用正方形的判定得出，菱形 是正方形，故选项②正确；

当 时，利用正方形的判定得出，菱形 是正方形，故选项③正确；

当 时，无法得出菱形 是正方形，故选项④错误．

故答案为：①②③．

【标注】【知识点】正方形的判定

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

13. 如图：在 中， 、 分别平分 与它的邻补角 ， 于 ，

于 ，直线 分别交 、 于 、 ．

求证：四边形 为矩形．

试猜想 与 的关系，并证明你的猜想．

如果四边形 是菱形，试判断 的形状，直接写出结果，不用说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

， ．

是直角三角形．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ 、 分别平分 和它的邻补角 ，

∴ ， ，

∴

，

又∵ ， ，

∴四边形 是矩形．

， ，理由如下：

∵四边形 是矩形，

∴ ， ，
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（ 3 ）

∴ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ 是 的中位线，

∴ ， ．

是直角三角形，理由如下：

∵四边形 是矩形，

又∵四边形 是菱形，

∴四边形 是正方形，

∴ ，

∴ ，

∴ 是直角三角形．

【标注】【知识点】正方形的判定

（ 1 ）

（ 2 ）

14. 如图，已知四边形 为正方形， ，点 为对角线 上一动点，连接 ，过点

作 ．交射线 于点 ，以 、 为邻边作矩形 ，连接 ．

求证：矩形 是正方形．

探究： 的值是否为定值？若是，请求出这个定值；若不是，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

的值是定值，为 ．

【解析】（ 1 ）过 作 于 ，过 作 于 ，

∵四边形 是正方

形，

∴ ，

，
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（ 2 ）

，

又∵ ， ，

∴四边形 是正方形，

∴ ，

∵四边形 是矩形，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴矩形 是正方形．

为定值，理由如下：

∵矩形 是正方形，

∴ ， ，

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】SAS

【知识点】正方形的性质

【知识点】正方形的判定

【知识点】矩形的性质
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【重点强调】

2018~2019学年天津武清区初二下学期期中第25题10分

（ 1 ）

（ 2 ）

15. 已知， 是等边三角形，四边形 是平行四边形， ．

如图①，求证：平行四边形 是菱形．

如图②，点 是 内一点，且 ， ， ．

求证：平行四边形 是正方形．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ 是等边三角形，

∴ ，

由∵ ，

∴ ，

又∵四边形 是平行四边形，

∴平行四边形 是菱形．

连接 ， 交于 ，连接 ，

∵ ，
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∴ ≌ ，

∴ ，

，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ 为等边三角形，

∴ ，

∵在 中， 为斜边中点，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

又∵菱形 ，

∴菱形 为正方形．

【标注】【能力】推理论证能力

【知识点】等边三角形的判定

【知识点】等边三角形的性质

【知识点】根据平行四边形边的性质计算与证明

【知识点】正方形的判定

【知识点】菱形的判定-从四边形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

16. 如图， 是正方形 对角线 上的一动点（不与 、 重合)， ， ，垂足

分别为 、 ．

备用图
求证：四边形 为矩形．

求证： ．

当 取最小值时，判断四边形 是怎样的四边形？证明你的结论．



20

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

证明见解析．

四边形 是正方形，证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵四边形 是正方形，

∴ ，且 ， ，

∴四边形 为矩形．

如图，连接 ， ，

∵四边形 是正方形，

∴ 垂直平分 ，

∴ ，

∵四边形 为矩形，

∴ ，

∴ ．

四边形 是正方形，

理由如下：

如图，当 时，

取最小值，

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

又∵ ，

∴ ，且 ， ，

∴ ，且四边形 是矩形，

∴四边形 是正方形．
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【标注】【思想】数形结合思想

【知识点】矩形的判定-从四边形

【知识点】正方形的判定

【知识点】正方形的性质

【能力】推理论证能力

【重点强调】

2017~2018学年天津和平区初二下学期期中第25题


